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sur une base de fonctions Gaussiennes

C. R. GuermiioT, J. P. GanAcHATUD et R. LisSILLOUR

Laboratoire de Chimie Théorique, Faculté des Sciences de Rennes (France)

Recu le 23 Octobre, 1967

The evaluation of multi-center scattering factors is considerably simplified when an ex-
pansion in terms of Gaussian functions is substituted to the usual basis of Slater functions.
Analytic expressions of such scattering factors are given: “point” values and average values.
A numerical example allows comparison of the results with those obtained by another method.

L’évaluation des facteurs de diffusion polycentriques se trouve considérablement simplifiée
lorsqu’on substitue & la base usuelle des fonctions de Slater, un développement en termes de
fonctions Gaussiennes. On donne les expressions analytiques de ces facteurs de diffusion:
valeurs «ponctuellesy et valeurs moyennes. Un exemple numérique permet de confronter les
résultats obtenus avec ceux issus d’une autre méthode.

Die Berechnung von Mehrfach-Streufaktoren vereinfacht sich betrichtlich, wenn man eine
Entwicklung nach Gaulfunktionen an Stelle der iiblichen Slaterfunktionen vornimmt. Analy-
tische Ausdriicke solcher Streufaktoren werden angegeben, und zwar sowohl fiir punktuelle als
auch gemittelte Werte. Ein numerisches Beispiel zum Vergleich der Ergebnisse mit denen eines
anderen Verfahrens wird angefiihrt.

L. Infroduction

Le calcul des intégrales polycentriques reste I'un des problémes les plus ardus
de la Chimie Théorique. Il convient, toutefois, de remarquer que la plupart des
difficultés rencontrées sont liées au choix d’une base de fonetions particuliére.

11 est depuis longtemps reconnu que les orbitales de Slater constituent un outil
en général bien adapté aux problémes moléculaires; cependant, leur utilisation
apporte, tout au moins dans sa version originale, un nombre considérable de diffi-
cultés.

Si les intégrales bicentriques peuvent étre évaluées sans trop de problémes, il
n’en est plus de méme pour des intégrales tri ou tétra-centriques. Des approches
utilisant un formalisme tel que celui des fonctions «Zéta» [4] permettant de se
ramener & des calculs purement monocentriques n’apporteraient, en effet, qu’'une
préeision sans commune mesure avec la difficulté et la lenteur dans la résolution
rigoureuse qu’elle implique.

Bovs, 'un des premiers [2], a proposé de remédier & ces inconvénients en intro-
duisant les orbitales Gaussiennes. Cependant, dans sa version primitive, cette
approche ne permit pas I'obtention de résultats trés satisfaisants. Cela pouvait
étre attribué & la limitation de la base utilisée. En effet, les travaux plus récents
[3—7] sur des bases élargies semblent étre des plus encourageants.
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Dans cet esprit, une étude de ’école Japonaise [9—10] a permis de juger de
Pexcellente approximation que constitue le développement des orbitales de Slater
(STO) sur une base de Gaussiennes (GTO) par une méthode de moindres carrés.
Ces résultats semblent d’ailleurs suggérer qu’une telle approximation peut sans
danger se substituer & la STO d’origine dont le choix dans un probléme moléculaire
ne procéde en fait que de considérations assez empiriques.

Dans ce contexte, ’évaluation des facteurs de diffusion polycentriques en
termes de STO passe par le probléme de la résolution de telles quantités en termes
plus simples de GTO [6].

11. Evaluation des intégrales polycentriques relatives a une position
particuliére du vecteur de s diffusion

Les intégrales* intervenant dans ’évaluation des intensités de diffusion X sont
du genre:

DES ~ J dg, _f aQ; Zf}) C N X%) (g5 Ly, Mg, My) etkses,
X(CZ) (¢35 U, Mg, Tg) X%) (xgy by, g, 10y) (II-1)
avec, par exemple, pour ya(c, &, My, 7,), GTO centrée sur 4
4 (01 by, My, my) = e~ %% oy 47 (11-2)
ga=g0— 4

04 vecteur de composantes x4, ¥4 et 24.
Le facteur de normalisation est donné par

N{x,l, m, n) ={

92(1+m+n)+3fa yl+min+3fy i,
@ - DU (2m - 1)1 (20 — 1)nn”/z}
avec (21 — ! =13 ...(21— 1).

Nous utiliserons la propriété fondamentale [8] des fonetions de Gauss, qui per-
met d’écrire:

(I1-3)

o~ %Y . g0l _ p— (0 dBy), o—vo} (I1-4)
avec
Yy =0t o
gr=0—P

P = (x; A+ x; B)fy.

D’autre part: 94 = 0p + AP soit x4 = xp + AP;.
Alors:

Y

— _ +l .
@ o= (op + APs) (ap + BPo)" = 3 fally, by APy, BPo) o (IL5)

&=

Exprimant, d’autre part:

012 = 0, — 0, = [00(2) + Q] — [0r(1) + P] = 0o(2) — @2(1) + PQ . (IL-6)
D F S apparait comme le produit des deux expressions monoélectroniques M F 8

* Les notations utilisées auront le sens suivant:
D F S: intégrale biélectronique;
M F S: intégrale monoélectronique;
d T S: intégrale élémentaire relative aux valeurs moyennes.
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DEFS=MFS* (1) MFS (2) ¢t FQ (I1-7)
ou M T S (1) s’écrira:

UL+1 my+mg Ny -+ng o e
MFES W) =2 > > fally,ly, APy, BPg)fo(my, My, APy, BPy) .

a=0 b=0 c¢=0

+o0
folny, ng, AP,, BP;)-e~%AB N J}j dx dy dz ™5 gaybze g—vie* | (I1-8)

—
Si I'on tient compte du fait que
" sz T g8 =1 (g — (3)0 <i>ll : <_1_>“ H ﬂ) g—(ksr3fy))  (11-9)
_L B "1 2/ a<zﬁ1 T
avec
$: (82, Sy, 82)3 st=ss=s+&+ .

H,(t) étant la fonction d’Hermite définie par
[a/2] ( _1)7 (2t)a—2r

dea
= (— 220 gy AT .
Hyt)=(—1)% ¢ i © a.rgo a2 (11-10)
[a/2] signifie partie entiére de a/2.
L’expression (II-8) de M F S (1) s’écrit alors:
32 __ R —
MFS (1)= (i> e d Bl L o=l S % (1,1, APy, BPy) .
Y1 wmbenst
E B—ﬁ ;_[_F E.F (_1)r+s+t (@')a+b+c
folim, my, APy, BPy) - folm, nyy A Lo, BEa) S S =2t o)1

1 \e+bt+e—r—s—t 1 . _ .

(3:) Serore dy dhis go (II-1%)

oul’on a posé ks =d d? =12
Le probléme des intégrales relatives & une position particuliere du vecteur s de
diffusion dans le référentiel général regoit ainsi une réponse simple.

III. Calcul des valeurs moyennes

Lorsque les systémes diffusants peuvent étre supposés répartis au hasard, la
quantité physique importante devient dés lors la valeur moyenne des expressions
telles que D F' 8.

Le probléme central est alors celui du caleul d’intégrales du type

n 2m
dFs — :_—n j sin 640 j dop =5+ P8 g o o (IT1-1)
0 0

avec
dy = ksin 0 cos ¢
dy = ksin G sin g
dy=1kcos O .
D’autre part:
otiks - PQ . ,+igcosd _ ”2 @y (2v + 1)1/2?—“ Jyqyy, (@) Pylcos 6')  (I1I-2)
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aveca =1k | PQ | et J, 1, (a) fonction de Bessel d’indice demi-entier.
On obtient ainsi pour dFS

dFs = ﬁ j sin 06 | dg 2 (i) (2% + 1) (sin 6 cos p)¥ (sin 0 sin g)?. ..
[} [
. .cos 6% P,(cos ') kutvtw ]/_’1 Iy 1, (@) (ITI-3)
P cos §') = ”_z_” P¥{cos §) Pi{cos @) llﬂ %; — eluleo) (111-4)

O et @ repérant le vecteur PQ dans le référentiel général.

Si, de plus, I'on tient compte des limitations sur les valeurs possibles des indices
3 savoir:
v<u+v+w O<{p{<utv vi+utotwpair gt utopair (IL5)

la série introduite se limite en fait & quelques termes:

ais = L V £ Jutorw u+§+w (@) J, 1 (@) 2v + 1)
— i é_a PA ”+1/2 (l). 14 v
CS LED g 00,0, ). B, v, ). Pioos @) etue  (TTL6)

w=—(u+v) (7" + ],u ])'
avec

Aw, v, w, v, u) = J‘ sin 6d6 P¥(cos 0) sin%+?f cos¥h
0

Blu,v,p) = j dgp cos® @ sin® @ ¢iuo (IT1-7)
4]
expression dont le calcul est explicité en appendice.

1V. Application numérique

Nous prendrons pour exemple le calcul de lintégrale bicentrique

{154 2sp | €™ | 154 255> pour laquelle nous disposons déja d’un ensemble de
valeurs issues d’un calcul précédent par la méthode de la fonction Zéta [4].
L’évaluation d’une intégrale polycentrique ne présente, en fait, aucune difficulté
supplémentaire.

L’expression des STO en termes de GTO utilise les résultats récents [9] déter-
minés par la méthode des moindres carrés et donnant les valeurs numériques des
coefficients ¢; et «; relatifs aux développements:

n I, m Q)= Z o i n’ v, m! () (Iv-1)

WS . m (£) représente ici une STO normalisée .
La GTO a pour expression

‘I’f{' Lm (&) =271 [(2n — 1)) 112 (252)~"a x@n+1)/4 gn-2 e=e® ¥y (6, @) . (IV-2)
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Tableau. (Les valeurs numériques du tableaw ci-dessus sont & multiplier par un facteur 10™%)
(184 255 | €k8 * 011 | 154 235)

¢ = u.a. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Approximation

N=6 9,676 8,550 6,162 3,717 1,986 0,999 0,495 0,247 0,125 0,064 0,034
N=8 9,748 8,664 6,189 3,720 1,998 1,010 0,499 0,248 0,125 0,065 0,035
N =10 9,762 8,668 6,185 3,721 1,999 1,009 0,499 0,248 0,125 0,065 0,035
Développement;

monocentrique 9,75 8,66 6,19 — 2,00 — 0,498 — 0,126 — —

L’intégrale considérée s’écrit ainsi

b
{154 2sp | € 02 | 154 258 = > cicickor(BifyPr By'ls. .

i,k 1=1
Bs B ﬂlcﬂ a1 1
. R? — = 3y ;
oxP [ ( .31 ﬁkl )} GXP[ 4 <ISH + ﬂ >] (ﬁi!ﬁkl) ?O(a P 2 le)
Pr="La Bis =B + B (IV-3)
jo(®) = sin zfx
| PijQui|= R %-%‘l

Les résultats sont résumés dans le tableau suivant ou les différentes approxima-
tions relatives & des valeurs croissantes de N dans (IV-1) sont comparées.

Au vu de ces quelques résultats numériques, nous pouvons constater un accord,
en général, satisfaisant. La précision obtenue n’est, d’ailleurs, tributaire que de
Papproximation dans le développement de la STO, la nature des calculs numéri-
ques se prétant aisément, dans tous les cas, & la programmation. D’autre part,
cette nouvelle méthode permet I’évaluation, sans plus de difficultés que pour une
valeur faible du parameétre de diffusion, des intégrales correspondant & une valeur
g de I'ordre de 10 u.a., ce qui ne pouvait étre atbeint par la méthode monocentrique
qu’au prix d'un temps de calcul trés long. Il apparait done que la généralisation de
ces caleuls au cas polycentrique constitue une étape désormais possible.

Appendice I — Calcul des coefficients A (u, v, w, v, u)

On peut écrire, [5]; P (cos 0) = N P,_, (cos 0) sin* § ou N¥ est ume
constante.

P,_,, (cos 0) étant un polynéme de degré» — | u | en cos 0, les A(u, v, w, v, u) =

N¥ [ sin 0d0 sin®to+HHg coswl P,
0

i (€08 ) non nuls seront ceux correspondant &:

w -+ v+ p pair
¥ —u -+ w pair
ce qui entraine & fortiori v+ u+ v+ w Dpair.
La premiére condition montre que sin“™+ § est développable en un poly-
ndéme en cos 0 de degré w4+ v+ |u |, il Sensuit que v — |u | <u+ v+ |p|+w

26+
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+1
quelque soit g soit donc v < u + v+ w puisque [ Py(z) ¢(z) dz = 0 pour g¢(z)
]
polyndéme de degré inférieur & » [1].
On retrouve ainsi les conditions (ITI-5).
En explicitant:

@)1 1N (~1)f cosr =49 (2 — 23 — 1)1
2¥p! S @ -nuEye-|lpl- 20!

P¥cos 0) =

avee
@n— 1)1 =1.35.... 20— 1)

(2% !! =24.....2n
il s’ensuit que:
SOk (~1)¢ (20)! 22011 (p + )1 (20)!
A, v, 000 = 2 e SO @) 6= u] - %) @p + 20+ )17
avec

=u+v+|p]
2=y — |p|+w—2i.

Appendice II — Caleul des coefficients B (u, v, )
2n

B(u, v, u) = 5 de cos® p sin® g eirw dpu > 0.
0

Si nous faisons le changement de variable efe = z

_ 1 1_ . . _1_ o 1 _ edz
cos<p—2<z+z) smq:—zi(z ?> d¢__7'
On peut éerire:

Blu, v, 1) = gy j aututo-1 (1 1 12) (1 — 122 d

ot C est le cercle de rayon unité.
La fonction & intégrer posséde le pole d’ordre gy — 4 — v — 1 (2 = 0) et nous
obtenons la derniére condition (I11-5):

B(u,v,4) =0 sauf si lp|<u+wv.

Le terme a—_; de la série de Laurent est de plus

’ (x+u+0)/2 N
a_l(u, ’IJ,/,L) — Z O&ll+u+v)/ —-s Oi (_1)3
s=0

les O™ étant les coefficients du binéme et
27

Qu+tv iv-

Bu, v, p) = a—y (4, v, 1) .
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